SUR LES CHIFFRES DES NOMBRES PREMIERS DECALES

M. MKAOUAR!, N. OULED AZAIZ2?, AND J. M. THUSWALDNERS?

RESUME. L’objet de ce travail est de montrer quelques résultats sur une classe
de fonctions de comptage des chiffres que nous définissons dans ce travail : les
fonctions digitales appliquées aux nombres premiers décalés. Notre méthode
repose sur l'estimation d’une somme d’exponentielles de la forme
Z A(n)exp(2inf(n + cn) + Bn) ol f est une fonction digitale, ¢ = (cn)
n<z

est une suite presque-périodique a valeurs dans Z et 8 un parametre réel, ce
qui généralise les travaux de Mauduit-Rivat [18] et Martin-Mauduit-Rivat [16]
au cas des nombres premiers décalés vérifiant une contrainte digitale.

Abstract. The aim of this work is to prove new results on a class of Counting
digits functions that we define in this work: the digital functions with special
emphasis on shifted primes as arguments. Our method lies on the estimate of
exponential sums of the form Z A(n) exp(2im f(n+cn)+Pn) where f a digital
n<lz

function, ¢ = (¢p) is an almost-periodic sequence in Z and 3 is a real parame-
ter, which extend the works of Mauduit-Rivat [18] and Martin-Mauduit-Rivat
[16] to the case of the shifted prime numbers verifying a digital constraint.

1. INTRODUCTION

Dans tout ce travail, P désigne 'ensemble des nombres premiers. Notons e(z) =
exp(2miz), ||z|| la distance du nombre réel x a lentier le plus proche et pour my, mo
entiers, (m1,msz) est le plus grand commun diviseur de ces deux entiers. Si f(n) =
O(g(n)), on écrit alors f(n) < g(n), si de plus g(n) < f(n), on écrit f(n) =~ g(n).
Nous désignons par A la fonction de von Mangoldt définie pour tout nombre entier
strictement positif n par

A(n) = logp si n = p' avec p premier et | > 1
10 sinon.

Notons w(z) =f{p < x:pePletm(x,kom)=84{p<z :peP,p=k(m)}.Soit g
un entier > 2, tout entier strictement positif n admet une g—représentation unique
sous la forme

n:anqj nj6{0,1,~~,q71},
j=u

avec nyn, # 0(0 < u < v). Pour n = 0, on convient de poser v = u = ng = 0.
Conformément & l'usage, on désigne par vy(n) = v(n) = u la valuation g-adique
de n et dy(n) = d(n) = v le degré g-adique de n, Pour tout 0 < j < ¢ —1, on
désigne par |.|; la fonction comptant le nombre d’occurences du chiffre j dans le
développement en base ¢, soit

Il =t{0 <i<v[ni=j}
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En particulier la fonction somme des chiffres en base ¢ est définie pour tout nombre
entier positif n par

s(n) =sg(n) =Y nj= Y jnl;.
=0

0<j<q

1.1. Fonctions digitales. La notion de fonction digitale a été étudié par Drmota
et Mauduit [6]. II s’agit des fonctions f : N — R définies pour tout nombre entier
positif n par

fn)= > anl;,

0<j<q

ol ag,ae, - ,aq—1 sont des nombres réels. Il est a noter qu'une fonction digi-
tale f est compleétement déterminée par ses valeurs f(j), 0 < j < ¢. De plus
si f(0) = 0, alors une telle fonction est appelée fonction fortement g-additive et
vérifiant f(ag’) = f(a) pour tout (a,j) € N? (notion introduite par Bellman et
Shapiro [2] et Gelfond [13]).

Notation 1. On note F l'ensemble des fonctions digitales, F* I’ensemble des fonc-

tions digitales, f(n) = Z aj|n|;, tels que la suite ag,a,- -+ ,04g—1 D'est pas une
0<j<q

progression arithmétique modulo 1 dont la raison est un multiple entier de 1/(g—1).

On notera Fy ensemble des fonctions digitales f(n) = Z aj|n|;, dont la suite
0<j<q
0,0, -+ ,0q—1 est une progression arithmétique modulo 1.

Remarque 1. La fonction somme des chiffres s(.) = s4(.) = 32, <, J|-[; € Fo. De
plus si a € R\ Q, alors as, € Fo[)FF.

1.2. Suite presque périodique. Nous introduisons la notion de suite presque
périodique qui est en quelque sorte une suite ”bien approchée” par une suite
périodique.

Définition 1.1. Soit T € N* et 0 < 6 < 1, une suite bornée (cy,) est dite
(T,0)-presque périodique s’il existe une suite (e,) purement T-périodique (suite
T—périodige a partir du rang 0) telle que

(1.1) #H{n <N : ¢, #en} <N
Dans ce cas, on dit que la suite (¢c,,) est presque périodique.
Exemple 1.2. Soient (e,) la suite nulle et (cy,) la suite définie par
- { 1 sz n est un carré
0  sinon.

1l est clair que la suite (c,,) n'est pas périodique, de plus

H{n< N : ¢, #ent} = N: +0(1),
ce qui donne que ¢, est (1,%)—pr€sque périodique.

Remarque 1.3. Toute suite T—périodique est (T',0)—presque périodique.
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1.3. Propriétés statistiques des suites arithmétiques. La fonction somme des

1%

chiffres en base ¢ que nous désignons par s = s, définie par s(n) = an, appa-
§=0
rait dans de nombreux probléemes mathématiques (voir [17] pour un survol de ses
questions) mais c’est Mahler [15] qui la fait intervenir le premier dans un contexte
d’analyse harmonique. Des résultats importants concernant la répartition dans les
progressions arithmétiques de la somme des chiffres de certaines suites classiques
ont été donnés par Gelfond dans [13] (on trouvera dans [10] des premiers résultats
concernant le cas oll b est un nombre premier) :

Théoréeme A. Soient q, b et d des nombres entiers positifs tels que ¢ > 2 et
(b,g — 1) = 1. Alors pour tout (a,r) € {0,---,b—1}x{0,---,d—1}, on a

card{n < N,sq(n) = a(b)n=r(d)} = % + O(N?)

1 gsinm/2b
2log q log sin 7 /2bq <1

avec \ =

Gelfond déduit de ce théoreme la bonne répartition dans les progressions arithmétiques
de la somme des chiffres des entiers sans facteurs puissance k—ieme (k > 2) et Mau-
duit et Sarkozy en déduisent [20] que les nombres s4(p1 4 P2)py pa<N piep SONt bien
répartis dans les progressions arithmétiques (on trouvera également dans [20] des
résultats concernant les valeurs moyennes et les valeurs extrémales du nombre de
facteurs premier (comptés avec ou sans multiplicité) de l'entier n lorsque celui-ci
est soumis & la condition sq(n) = a(b), ainsi qu’un théoreme du type Erdds-Kac).

Par contre le théoreme A n’est pas suffisant pour déduire la répartition de la
somme des chiffres des nombres premiers, ce qui conduit Gelfond & poser plusieurs
problemes a la fin de son article, dont le suivant: "Il serait aussi intéressant de
trouver le nombre des premiers p < x tels que s,(p) = 1(b)” (voir [3] ,[11] et [12])
pour une réponse partielle dans le cas des nombres presque premiers.

En 2010, Mauduit et Rivat dans [18], donnent une réponse compléte & la question
de Gelfond [13] ainsi qu’a des questions de méme nature concernant les propriétés
arithmétiques de la somme des chiffres des nombres premiers:

Théoreme B. Pour g et b entiers > 2, il existe 04 > 0 tel que pour tout a € Z,

card{p < z tels que sq(p) = a(b)} = (b’qib_l)w(x,m(b,q — 1)) + Oy p(xt~20).

La clef de leur démonstration du théoréme B consiste & estimer une certaine
somme d’exponentielles & savoir :

Théoréme C. Pour g > 2 et « tels que (¢ — 1)ae € R\ Z, il existe o4(a) >0
tel que

Y Aln)e(asy(n)) = Ogala’=70().

n<z

Ce qui leur permet par la suite de montrer:

Théoréme D. Pour q > 2, la suite (asq(p))pep est équirépartie modulo 1 si
et seulement si o € R\ Q.
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Lorsque f est une fontion digitale: f = Z ar|n|x € F*, on définit le réel

0<k<q
cigmin Y o —a; = (i =P si f¢Fo
(1'2) )‘q(f) = tek 0<j<i<q
caqll(q — 1)(a1 — ao)|? si feFoF?

ou les ¢;, sont des constantes > 0 ne dépendent que de ¢ (les ¢;, sont donnés ex-
plicitement en fonction de ¢ voir [16]). Il a été démontré récemment par Martin,
Mauduit et Rivat [16] que A,(f) > 0. De plus ils ont étendu les théorémes de
Hadamard-de la Vallée Poussin et de Vinogradov (voir [14], [7], [22]) au cas des
nombres premiers vérifiant une contrainte digitale. Leur méthode repose en parti-
culier sur 'estimation d’une somme d’exponentielles donnée par

Théoreme E. Soient q > 2, f € F*. Alors pour tout ©>2 et S ER, on a

(1.3) > An)e(f(n) + Bn) < (log* a)a' ()

n<x

la constante implicite ne dépend que de ¢, \y(f) définie dans (1.2).

1.4. Description des résultats. Les résultats que nous présentons s’inscrivent
dans le cadre de I’étude de la g—représentation des nombres premiers décalés (p +

cp, p @ premier, ¢ = (c,): est une suite presque périodique a valeur dans Z).
L’objectif de la section 2 est ’étude d’une somme d’exponentielles de type
(1.4) > Am)e(f(n+ca)+ Bn)

n<x

ou f(.) = > ag|-lx et ¢ = (¢,) est une suite presque périodique. Il est & noter
qu’une estimation est faite sur une somme de type (1.4) avec ¢ = (¢,,) est une suite
"réguliere”. Lestimation de la somme (1.4), nous permet d’étudier ’équirépartition
de la suite (af (p+¢p))per- A la fin de cette section, nous généralisons le probleme
ternaire de Goldbach (voir par exemple [4]) amélioré récemment par Martin-Mauduit-
Rivat [16].

Dans la section 3, une étude de la structure arithmétique et statistique de 1'en-
semble {p+¢, <z:p€eP, f(p+cp) = a(b)} nous permet de donner un théoréme
de type Gelfond qui assure la bonne répartition dans les progressions arithmétiques
de Y ag|n|k, (ou la suite a = (ay) est a valeurs dans Z).

2. SOMME D’EXPONENTIELLES ET FORMULES ASYMPTOTIQUES

Pour estimer la somme d’exponentielles donnée par (1.4), nous introduisons la
suite y(a,n,i) = an,+1 — Gn, €t nous commencons dans cette section par I'étude de
cette suite.

2.1. Etude de la suite y(a,n,u). Soient a = (ax)o<r<q une suite de nombres réels

(‘on convient que ay = ag), n = Z n;q" (on convient que n; = 0 pour j > v et par

i=0
+oo

suite, on se permet d’écrire n = E n;q") et
i=0

(21) V(avnai) = Qn;4+1 — Qn;-

u+1

Lemme 2.1. Soit u € N, alors la suite (ny)nen est ¢“Tt—périodique. De plus si

ueN*", 0<l<qgetneN,alorsona(gn+i)y=(n)y_1.
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+oo +oo

Démonstration. Soient n = Z niq* et ntqttt = Z(n—i—q““)iqi les développements

i=0 i=0
g—adique respectivement de n et n + ¢“*!. Alors

u
n+qu+l — anql _|_qu+1N7

i=0
+oo
ou N =1+ Z n;q" """t ce qui donne d’apres unicité de Pécriture g—adique de
i=u+1
n+ unrl7
(n+q" ™)y = ny.
—+oo +oo
D’autre part, [ +qn =1+ Z nig Tt =1+ Z ni—1q', ce qui donne par conséquent
i=0 i=1

(qn+1)u = (n)y—1.M

Il est clair d’apres le lemme 2.1 que si u € N (fixé), ¢ € {£1}, alors la fonction
n +— evy(an,u) est périodique de période ¢“t. De plus si u € N*, 0 < [ < q et
n € N, alors on a y(a,qn + l,u) = v(a,n,u — 1).

On considere la transformée de fourier discrete de la suite (ey(a,n,u))n>0,

1 kh
(2.2) Faue(h)= pree > eley(aku) - W)’ hel
0<k<qutl
et
1 kh
(2.3) Faoe(h)=— Z e(e(apy1 —ag) — —), heZ.
0<k<q q

En remplagant dans (2.2) Uentier k par gk + 1 avec 0 < k < ¢“ et 0 <[ < ¢, on
obtient

1 lh kh
Faue(h) = Y Z e(_TH> Z e(ev(aku—1) — 7)
T 0Zi<g 4 0<k<q“ 4
1 lh
(24) = = > el Fau1e(h)
q 0<l<q q
or pour j € N*
Ih i L
_ —— i q
Z 6(_F) — ) sm q?+1
0<i<q q sinon.
Ce qui donne avec (2.4)
v sin AT
1 q’ ;
wFaoe(h) ]| = s ath
Faue(h) = e ]1;[1 s %
0 sinon.

Ce qui donne en particulier, pout tout 0 < h < ¢**!

1 sin %
(25) Fa7u,5(h) = 7ﬁFa,O,E(h') et Fa,u,E(O) = Fa707€(0).
q~ sin PTESE

Les calculs ultérieurs nécessitent un type de renseignement spécifique concernant
la fonction Fj , . & savoir une majoration en moyenne de Fj , ..
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Lemme 2.2. Soit m € N*, alors

Démonstration. 11 est clair que

1 1
(2:6) S= ) mmoemt2 D, oo
e S 1<kl S0
ot (m) = —1 si m est pair et vaut 0 sinon.
- T | ™ T . 1
En utilisant 'inégalité —— < — sur ]0,—=], puis Z — < 1+logN, pour N > 1,
sinx — 2z 2 =
on obtient avec (2.6) -
S < !
m -
- k
1<k<[ 2]
< m(1+log ).

Lemme 2.3. Pouru €N, e € {£1}, on a
Y Faue(h)] < (ut3)glogg.
0<h<qutl

Démonstration. Compte-tenu de Pexpression de Fa o (k) dans (2.3), on obtient
|Fa0,c(h)] <1, et d’apres expression de Fa , (k) dans (2.5), il vient que

D0 NFawe®) < 14k 3T L
0<h<qutl 1<h<qut! I Gt
1
1
s 1+ i
1<h<qutl qutl

ce qui donne d’apres le lemme (2.2)

Y Faueh)

0<h<qutl

IN

e
1+ qlog (iq““)

(u+3)qlogg.

IN

2.2. Estimation d’une somme d’exponentielles. L’objectif de cette partie est
d’exploiter la majoration en moyenne de Fj, . pour donner une estimation de la
somme

(2.7) Hy(z.f.p.)= Y Am)e(f(n+cq)+ Bn),
[lell<n<z
ol ¢ = (¢p)n>0 €st une suite presque périodique & valeur dans Z et ||c|| = max |c;|.
a—1
Lemme 2.4. Soient a = (ax)o<k<q une suite de nombres réels et f = Zak|.|k €
k=0

F. Alors pour tout n = Zniqi € N* (on convient que n; =0 dés que j > v),
i=0
f(n + 1) - f(n) + Any gy +1 — Ang () + (aO - aq—l)v(n =+ 1)
ap(d(n+ 1) — d(n))
f(n) +~(anw(n+1)) + (a0 — ag-1)v(n + 1)
+ ao(d(n+1) —d(n)).

_|_

(2.8)
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ot v(n) est la valuation g-adique de n et d(n) est son degré q-adique.

Démonstration. Soit n = Z niqt, n, # 0.
i=0
e Siv(n+1) <v=d(n),il est clair que

n=nyq’ + -+ nv(n+1)qv(n+1) +(q— 1)(qv(n+1)—1 +-- 4 1),
et
n+1l=n,g"+ -+ (nv(n+1) + 1)qv(n+1)’
ce qui nous permet d’écrire
f(n + 1) = f(n) + Any ey +1 — Any gy + (aO - aq—l)v(n + 1)
et comme dans ce cas d(n + 1) = d(n), alors
f(TL + 1) = f(n) + Any gy +1 = Ang gy + (aO - aqfl)v(n + 1)
+ ao(d(n+1) —d(n))

eSiv(n+1)=v+1=d(n)+1, alors
n=(q-1)(q¢"+¢" "+ +qg+1)etn+1=¢g"t",
ce qui donne
f(n) =v(n+1)ag_1 et f(n+1) =a + av(n+1),
ce qui donne
f(n+1)= f(n)+ a1 + (ao — ag—1)v(n + 1),
comme 7 (n41) = 0 et d(n+1) = v+ 1 =d(n) + 1, alors

fln+1) = f(n)+an,+1 = Gnyyyy + (@0 — ag—1)v(n + 1)
+ ao(d(n+1) —d(n)).

Ce qui donne dans tous les cas la relation (2.8) est toujours vérifiée. B

Remarque 2.5. Il est a signaler que pour n € N*

1 s n=g¢ —1
d(n +1) —d(n) = { 0 sinon.
qg—1
Dans la suite on introduit pour chaque fonction digitale f = Z akl.|x € F une

k=0

suite auxiliere (f(n))n>1 définie par

(2.9) ft(l) = ‘]i(l),

Fn+1) = Fn)+y(@no(+1) + (@0 — ag_1)o(n+ 1),

Il est clair d’apres la relation (2.9)

Fn-1) = F(n)—v(an—1u(m) - (a0 —ag1)o(n)  pourn>2.
Nous en déduisons pour € € {£1} et = 11 et n+ > 0.

(2.10) f(n+e) = f(n)+ey(an+e—po(n+p)+ela — ag_1)v(n+ ).
Plus généralement si ¢ € N*| alors en appliquant ¢ fois la relation (2.10), on obtient
pour n +ec > 0,

(2.11) fn+ce) = f(n) +el(an,ce) + £(ag — aq—1)V(n,ce)
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ol
(2.12) T(an,ece) = T(an,ec—le)+vy(an+ec—pwn+elc—1)+p))
I'(a,;n,0,e) = 0,
et
(2.13) V(nece) = V(ne—1lg)+ov(n+elc—1)+p)
V(n0e) = 0.
Remarque 2.6. Il est clair que si a = (a)o<k<q, @ = (k)o<k<q = (ak — 0)o<k<q
q—1
et f= Z ak|.|k € F, alors d’aprés les relations (2.8) et (2.9), on obtient
k=0
(2.14) F(n) = Fn) + aod(n).
g—1
De plus f = Z&'ka € F et d’aprés les relations (1.2) et (2.1), on obtient
k=0
(2.15) A(F) =X (f) et y(an,i) =v(@n.i).

Afin d’estimer maintenant la somme H,(x,f,5,c) dans (2.7) , nous allons utiliser
le lemme suivant.

Lemme 2.7. Soient f € F, a € RT, A > 0 et c une suite constante de terme
général c € N. Alors

Hq(x,f,ﬁ,c) < (log® z)2' = <= H,(x,f,B,c) < (log® z)z' .

Démonstration.
=) Soit x > c et N = |log, z], alors d’aprés la relation (2.14)

Hy(x,f,8.c) = > Am)e(f(n+c)+pn)

Z A(n)e(f(n + ¢) + aod(n + ¢) + Bn)

c<n<lx

En découpant 'intervalle |c,z] en tranche de type [¢*,¢*T![ de telle sorte que d(n +
c) =k sin+ce[q",¢"], on obtient

N
Hy(w.fBe) = Y e(ak) > Ame(f(n+c)+pn)
k=1 gk <nte<ghtt
+ elaoN) Y Ame(f(n+c)+Bn)+0(1)
gV <n+tc<z
N ~ ~ ~
< Z |Hq(qk - Caf)ﬁvcﬂ + |Hq($ - Cmfaﬁac)l + |Hq(qN - C,f,ﬁ,C)|
k;l
< > (log*(¢" = &) (g" — )" + (log® z)(z — ¢)'
k=1
N

< Zkaqk(l—/\) + (1Oga x)ml—/\
k=1

< (log®z)z'=*

<) La réciproque est analogue & ce qui précede quitte & remplacer f par fet
ap par —ag (ceci découle de la relation (2.14)).
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q—1
Soient alors pour ¢ € N, e € {1}, o, €R, f = Zak|n|k €F, b= (by)o<n<q
k=0
une suite réelle (on convient que b, = by) et pour x > 2,
(2.16) g(n,f,b,a,ﬂ,c,s) = A(n)e (f(n) + Bn + el'(b,n,ce) — saV(n,c,a))
(217) G(:c,f,b,a,ﬁ,cgs) = Z g(naﬁb7a767c75)'

c<n<lz

Remarque 2.8. i) En utilisant les expressions de I', V, g dans (2.12), (2.13) et
(2.16), on obtient pour c € N*, £ € {£1} et p = £,

g(n,f,b,a,ﬁ,c,s) = g(naﬁb7aaﬁ7c - 175)’(/)(” + (C - 1)5 + M,’U('I’L + (C - 1)5 + /’[’))
ot Y(w,u) = e (ey(bw — pu) — eau).
ii) Il est clair d’aprés (2.11) que sib =a et & = aq_1 et ¢ = (¢y,) la suite dont
le terme général ¢, = ¢, on a bien
G(z.faa.-1,8,ce) = Z A(n)e(f(n + ec) + Bn)
c<n<lz
= Hq(l',ﬁﬁ,é‘(:).

Lemme 2.9. Soient a € R, ¢ > 2, f € F* et b = (b,)o<n<q une suite réelle. Alors
pour tout B € R, e € {x1}, ce N etz > 2,

G(B.c) = Gz, f.bafice) < (log> )=,

La constante implicite ne dépend que de c et q, Ay(f) est la constante définie dans

(1.2).

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur c, le théoreme E et la
relation (2.15) fournissent le cas ¢ = 0.
Soit maintenant ¢ > 1, N = [log,(z + (¢ — L)e + p) |, f(.) = D g<peq arl-k et

(218) 1/)(%“) =€ (E’Y(bvw - u,u) - Eau) )

ou v est la suite définie dans (2.1). En utilisant ’expression de G dans (2.17) et
celle de g dans la remarque 2.8 i), on obtient

G(ﬂ’c) = Z g(nvﬁbaavﬁac - 1?6)

c<n<lx

X qp(n +(c—1e+po(n+(c—1)e+p)

- Z S gfbafe—1e)(n+ (c—1)e+ pu)

c<n<z
a¥lln+(e=1)etu

= Z > g(n,f.b,a,B,c — 1,e)th(n + (¢ — 1)e + pu)

c<n<z
n+(c 1)5+M Omod g%

N

- Z Z g(n,fb,o,Bc — Le)h(n + (¢ — 1)e + pu).

u=0 c<n<x
n+(c—1)e+p=0mod qu+1

En utilisant la relation d’orthogonalité classique a savoir

m—1

b —a) 1 si a=bmodm
(2.19) m Z { 0 sinon
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on obtient

N
e20) GBI = Y 3 enfbapt e Lo
((c=De+ mz)

qu

)

x Yn+(c—1e+pue <
g -1

N
N Z Z Z u+lgnfba76+ ul+1? _1a€)

= c<n<x
((c—1)e+ p)l
A

x YPn+(c—1e+ pue (

Il est & noter que pour u et b fixé la suite 1) (n+ (c—1)e+pu,u) est ¢“-périodique
(la périodicité de 1 vient du fait que vy(b,.,u) est ¢**t!—périodique), ce qui nous
conduit d’écrire

q“—1¢" T +(1—c)e—1

N
G(Be) = > > > ql (nf,baﬁ—k l c—1e)

u=0 (=0 i=(1—c)e c<n<az
n=imod qu+1

X i+ (e~ L)e + pu)e <<<1>+u>l>

qv
T qu,+1 1qu+1+(1 0)8—1 1 l
- Z Z Z Z quﬁg(nf,ba,ﬂ+ —.¢—Le)
u=0 =0 i=(1—c)e c<n<a

n=imod q¥+1

X G(i+ (c— Ve + pu)e (W) _

En utilisant encore une autre fois ’expression de G dans (2.17), on obtient

¢ =1q T -1 gt +(1—c)e—1

N
1 .
G(By) = Z Z Z ¥+ (e = e + pu)
u=0 [=0 k=0 i=(1—c)e 4
c—1)e+p)l ik I+ k
xo€ <(( q)u Wl qu+1) G(6+ qunrl c—1)

1 )
> > ez ¥+ (¢ — e+ pou)
k=0  i=(1-c)e ¢

((c—1)e+ p)l ik I+ k
xoe ( qutt T ogutt GO+ 7 qutt c—1).
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Dans la derniere somme de chaque quadruple somme, on effectue un changement
de compteur i par ¢ + (¢ — 1)e, on obtient

N ¢“—1q¢¥tl—14vti1

I+ k
G(Be) = ZZ Z Z 2u+1 qqut1 c—1)

u=0 [=0 = i=
) ((c— 1)6 +u)l (i—(c—1)e)k
X Y(i + pu)e ( 4 - pree
N ¢“tlo1gutl_1gvtliq l+k
- Z Z Z Z 2u+2 qu+1 ¢ 1)
u=0 [=0 k=0 1=

c—le—i— ) i— (c—1)e)k
x H,w( uﬂu <<qu+1>>).

En utilisant l'expression de ¢ dans (2.18) et de Fy , . dans (2.2), on obtient

N o et ((e—1)e)k
6o = Y3 3 e (U )

l+k
x G(B+ pres c— 1) Fp (k)
Ce qui donne
N g¢“t'-1
gl +k
‘G(ﬂvc” < Z Z |G(5+Fvc_1”Fbu,€(k")|

N
I+ k
+ )Y IGB+ gt ¢~ B (®)]

or d’apres I’hypothese de récurrence et le lemme 2.3, on obtient
IG(B.o)| = |G(z.f.b,afee)l
N
< (10g2(c—1)+4 x)xlfz\q(f) Z(u +3)qlogyq

u=0
< (logt z)z!=Aa(f),
|

Théoréme 2.10. Soient ¢ > 2, f € F*, T e N* 0 <0 < 1 et ¢ = (cp)n>0 une
suite d’entiers (T,0)-presque périodique. Alors pour tout 3 € R et x > 2, on a

Hy(z.fB.e)= > Am)e(f(n+cy)+ fn) < T(log”l¥ z)z!=mro

[le]|<n<z

ot ||c|| = max|¢;|, la constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante
g, 1,6 = min(l — 6,A4(f))-

Démonstration. e En premier temps, on suppose que la suite ¢ est constante

(¢n, = ¢ € Z, pour tout n € N). Le cas ¢ = 0 est traité dans le théoreme E. Soit
qg—1

alors ¢ € Z*, posons € = I%\ Il est clair que si f = Zak|n|k € Fletn+c>0,
k=1
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alors f(n+c¢) = f(n+¢€lc|) ce qui donne avec (2.11), (2.17), la remarque 2.8 ii) et
le lemme 2.9

Hy(z.f.B.c) = Hy(f.Belc)
(221) = G(xvaavaqflvﬂvk‘,s)
< (logQHCH'|r4 x)xl_)‘qm,

N

et le lemme 2.7, nous permet de conclure.

e Soient maintenant ¢ = (¢, )n>0 une suite T-périodique (en particulier (7',0)-
presque périodique). On note dans ce qui suit ¢; = (¢in)n>0 pour dire que c’est la
suite constante qui vaut ¢; sur N (¢;, = ¢;, pour tout n € N). On peut supposer
sans perte de généralité que la suite ¢ est purement périodique, ce qui nous permet
d’écrire avec la relation d’orthogonalité (2.19)

Hy(z.f.Be) = > Y Am)e(f(n+e)+p6n)

0<i<T llel|<n<z

/EimodT.l B l
- % Z 6<—%) > A(m)e(f(n+e:) + (B4 7)n)
0<i,1<T llel|[<n<z
- % Z e(_%l)Hq(x»ﬁ5+%7Ci)+O(l)
0<i,l<T

~ l
< Tog’?‘)éT H(](zhfvﬁ + fvci)

< T(10g2”°H+4x)xk”%m.
La derniére inégualité découle bien de la majoration (2.21).
Ce qui donne d’apres le lemme 2.7
(2.22) Hy(2,f,8,¢) < T(log?1I+* )q1 =10
e Finalement, on suppose que ¢ = (c¢p)n>0 une suite d’entiers (77,0)-presque
périodique, alors il existe e = (e,,) T-périodique vérifiant (1.1), on peut supposer
sans perte de généralité que ||c|| > ||e||, alors on peut écrire

Hy(x,f,8.c) = Y Ane(f(n+en)+Bn)

lell<n<z

+ Z A(n)e(f(n+ c,) + Bn)

llell<n<e
cnFen

- ) Ame(f(n+en) + fn).

llell<n<=
cn#en

En majorant dans les deux dernieres sommes 1’exponentielle par 1, on obtient

Hy(z.fBc) < | > Ame(f(n+e)+pn)|+2 Y An)

|lel|<n<z [le[|<n<=z

< Hy(z.fB.e)+2 Y An)+0([c]])

n<z
en#cn

< T(log?ellt 1)z (0=2a() 4 29 1og(z). M

Il est & signaler que la derniérre inégalité vient du fait que A(n) < logz (pour
n < x), la relation (1.1) et I'inégualité (2.22) qui traite le cas périodique.
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Remarque 2.11. ] est a signaler que le théorem 2.10 est en général non valable
dans le cas ot ¢ = (cy,) est une suite bornée quelconque. A titre d’illustration, on
considére q =4, f = %84 € F4 BEZ etc=(c,) la suite définie par

0 si s4(n) =0 mod 2
Cn = 1 si s4(n) =1mod2 et n=0mod4
—1 sinon.

Il est clair que pour tout n € N, on a s4(n+c,) =0 mod 2, ce qui donne f(n+c,) €
N et par conséquent

S Am)e(f(nte)+6n) = 3 Aln)

1<n<zx 1<n<z

).

Il est & noter qu’on pourra améliorer ’estimation donnée par le théoreme 2.10
dans le cas out f € F* () Fo.

Théoréme 2.12. Soient ¢ > 2, f € F*NFo, TEN*0<0 <1 etc=(cn)n>0
une suite d’entiers (T,0)-presque périodique. Alors pour tout B € R et x > 2, on a

Hy(z.f.8.0)= > Am)e(f(n+cp)+ fn) < T(loglIH* )zt =nese
[lel[<n<wz
ot ||c|| = max |¢;| la constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante
g, 1,6 = min(l —6,A4(f))-

Démonstration. Comme dans le théoreéme 2.10, il suffit de montrer I’estimation
demandée dans ce théoreme dans le cas des suites constantes positives ou nulles.
Montrons ce théoréme par récurrence sur c.

Soit a = (ax)o<k<q une suite a valeur dans R. Si f =3 ., axl[x € FF N Fo,
alors la suite y(a,n,i) donnée par (2.1) est une suite constante et vaut

~v(a,n,i) = a; — ag, pour tout n, €N
ce qui donne pour € € {£1} et expression de ¢ dans (2.18)
P(w,u) = e(e(ar — ag) — eag_1u)
ce qui confirme que ¥ (w,u) est constante par rapport & w. Ce qui donne avec (2.20)
avec le choix de b = a.

G(B,e)] = Hy(z.f,Bc)

T q“—1 I T ¢“t1-1 l

< DD NGB+ e=DI+Y ] Y GE+ —re— 1)
u=0 [=0 q u=0 [=0 q

< (log”cll+4x)x1_)‘q(f),

la dérniere majoration est dii a 'hypothese de récurrence. Finalement, le lemme 2.7
nous permet de conclure. B

Dans la suite, on va étendre la notion de presque périodicité de la suite ¢ = (c,,)
dans le théoreme 2.10 a une autre classe de suites régulieres.

Définition 2.13. Une suite ¢ = (¢,) a valeurs dans un ensemble fini A est dite
q—automatique s’il existe une suite d = (d,,) point fize d’un morphisme o définie
sur un alphabet fini B de longeur constante qui vaut q (i.e. pour tout b € B,
o(b) = b, ...b;,, avec b;; € B) et une projection 7 : B — A telle que 7(d) = c.

Pour la notion d’automaticité, on peut consulter ([1]) ou ([8]).

Exemple 2.14. La suite de Thue-Morse ¢ = (¢y,), définie par ¢, = sz2(n)(mod 2)
est une suite 2-automatique engendré par le morphisme o définie sur {0,1} avec
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o(0) = 01 et o(1) = 10, donc o3(0) = 011010, ¢%(0) = 011010011001 --- et c =
o> =limo™(0).
Il est a noter que la suite ¢ = (c,), définie par ¢, = sq(n)(modq) est aussi

q—automatique engendré par le morphisme o définie sur {0,1,--- ,q—1} avec o(0) =
012---q—1,0(1) =12---(¢—1)0, et pouri € {0,1,--- ,q—1} o(i) = i(i+1)--- (¢—
1)01---(i—1).

D’une maniére générale, on peut vérifier facilement que si q est une base entiére
de numération alors la suite (|n|zmod q),>o est g—automatique, pour tout k > 1, ce
qui nous permet de conclure que toute fonction digitale g(n) = Zl§k<q bi|n|k € F
telle que by, € Z est g—automatique modulo q.

Notation 2.: On note F” 'ensemble des fonctions digitales f(n) = Z a;lnl;,
1<j<q
tels que les a; sont dans Z.

Une question naturelle qui se pose a savoir: Est ce que le théoreme 2.10 reste
toujours vraie si la suite ¢ = (¢,) est g-automatique. Un pas dans cette direction
est la proposition suivante
Proposition 2.15. Soient ¢ > 2, g € F° et f € F telle que f + %g € Ftoet
c = (¢n) = (9(n)mod q). Alors pour tout B € R et x > 2, on a

H(z,f8)= Y Am)e(f(n+cy)+Bn) < (log?l¥H g)zpt=2a(h)
llell<n<z
la constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante A\;(f) est définie dans
(1.2).
Démonstration. Soit b = (by)o<k<q €t f = Z bil.l;-
0<j<q
Hy(z,f,B,c) = Z A(n)e(f(n+ cy) + Bn)
lle[l<n<z

En découpant la derniére somme suivant les entiers n tels que ¢,, = ¢, pour 0 < ¢ <
q, on obtient

Hq((E,ff':ﬂ,C) = Z Z A n+c)+ﬁn)

0<e<g llell<n<e

= > > Ame(f(n+c)+pn).

0<c<g llell<n<=
g(n)=cmod q

Ce qui donne d’apres la relation d’orthogonalité (2.19)
~ 1 ~ gn)—c
Hefpe) = LY Ame(fin+ o)+t ),
0<c,l<q ||c|]|<n<=z q

Ce qui donne d’apres les expressions de f(n +c¢) dans (2.11), I et V dans (2.12) et
(2.13) ainsi que l'expression de G dans (2.17)

Hywfbe) = = 5 3 Awm)

0<el<q [[el|<n<z

X e ((f—i— 9)(n ) + Bn+T'(bn,cl) — b1V (n,cl) — %l)
= é El: Gl + 2 bby-1 1),

La derniere égalité vient du fait que f + % =f+ % dés que g € F°. Finalement, ce
sont les lemmes 2.7 et 2.9 qui nous permettent de conclure le résultat attendu.l
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2.3. Equirépartition modulo 1 de la suite (af(p + ¢p))pep. Une suite réelle
(Zn)nen est dite équirépartie modulo 1 si pour tout intervalle [a,b] C [0,1]

1
N1—1>+oo Nﬂ{n SN; o €labl} =b-a

D’apres le critere de Weyl, la suite (z,)nen est équirépartie modulo 1 si et
seulement si pour tout h € Z*

> e(han) = o(N).
n<N
Pour étudier ’équirépartition modulo 1 de la suite (af(p + ¢p))pep, Dous emploie-

rons le lemme suivant qui est un corollaire presque immédiat du théoreme 2.10

Lemme 2.16. Soient ¢ > 2, 0 < 0 < 1 et f € F*. Alors il eviste o, 19 > 0 tel
que pour toute suite (T,0)-presque périodique ¢ = (¢p,) & valeurs dans Z, pour tout
BER etx>2, ona

U()= Y e(f(p+e)+0p) < T(logll o ajzt=onre,

llel|[<p<=z
p=kmodm

La constante implicite ne dépend que de ||c|| et q.

Démonstration. En utilisant la relation d’orthogonalité dans (2.19), on obtient

W) = nl%.qu(ﬂp“””(ﬁ*;z)p‘:zz>

Une integration par partie standard (voir [18, Lemme 11, p. 1630]), on obtient

U(z) > Ame(fn+en)+ B+ )|+ Ve

max
log x ||c||<t<=
[le]|<n<t

ce qui donne d’apres le théoreme 2.10 le résultat attendu pour le choix de o479 =
min(%?Aq(f)ﬂl - 9) u

Lemme 2.17. Soient ¢ > 2, g € F* et f € F telle que f + %g cFletc=(c,) =
(g9(n)mod q). Alors pour tout 5 € R et x > 2, on a

T()= Y. e(f(p+cp)+Bp) < T(log?ol*s z)z!=our,

llell<p<=
p=kmod m

La constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante o4 5 = min(3,A(f)).

Démonstration. La méme peuve que celui du lemme 2.16 quitte a utiliser la
proposition 2.15 a la place du théoreme 2.10 utilisé dans le lemme 2.16.H

Soient k et m deux entiers premiers entre eux avec m > 2, on désigne par Py,
Pensemble des nombres premiers p = k(m).

Théoreme 2.18. Soient 0 < 0 < 1, k et m deux entiers premiers entre euzx, m > 2,
c = (cn) une suite (T,0)-presque périodique a valeurs dans Z et f = Z a;l.|; €

0<k<q
F.
1) Si la suite ag,- - - ,aq—1 est constante alors la suite (af(p + ¢p))pep,.,, n'est
pas équirépartie modulo 1.
2) Si la suite ao, - -+ ,aq—1 n'est pas constante. Alors la suite (af(p+ cp))pepy ..

est équirépartie modulo 1 si et seulement si « € R\ Q.
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Démonstration.
1) Supposons que la suite (af(p + ¢p))pep,.,. est équirépartie modulo 1, alors
d’apres le critere de Weyl, on a

i X claf+e) = o)
B s o

et donc pour j suffisamment grand,

S eaf(pte) = oln(e km)).

aJ =14 |lel|<p<qI —|lel|

p=kmod m
Comume ag = -+ = ag—1 et que j = 52 | quand ¢/~ + [le]| < p < ¢ — lel],
alors
log(p + ¢p)
> elaf(p+ep)) = > e(aaolvqpb
ai=14le||<p<qi —|le]| ai=14lel|<p<qi —|lel|
p=kmod m p=k(m)

e(aa()j)(ﬂ—(qj - Hchhm) - W(qj_l + HCH7k7m))
o(1)
e(ozaoj)(ﬂ'(qj,k,m) - W(qj717k7m)) + 0(1)

+

Comme e(aapj) # 0, on obtient

W(qj,k,m) — 7T(qjilJ{:an’L)

= o(1)

(g ,k,m)
une contradiction avec le théoréme des nombres premiers qui fournit

J _ Jj—1
lim ﬂ—(q 7k7m) ; ﬂ—(q 7k7m) — 1 _ l
j—o0 (g7 ,k,m) q-

2) Si « est rationnel, alors la suite (af (p+c¢p))pepr,m Ne comporte qu'un nombre
fini de terme modulo 1 et n’est donc équirépartie modulo 1. Etant donné o € R\ Q
et h € Z*, il est clair que haf € F¥, ce qui donne avec le lemme 2.16

> e(haf(p+cp)) = o(m(xkm)) (heL*).
P
C’est le critere de Weyl qui nous permet de conclure.ll
On pourra établir un résultat analogue a celui du théoreme 2.18, dans le cas ou
¢ = (cp,) est une suite définie dans la proposition 2.15 tout en utilisant le lemme
2.17.

Théoréme 2.19. Soient ¢ > 2, g € F°, f = Z agl.|k € Fetc = (cn) =

0<k<q
(9(n) mod q).
1) Sila suite ag,-- - ,aq—1 est constante alors la suite (af(p + ¢p))pep nlest pas
équirépartie modulo 1.
2) Si la suite ag,- - ,aq—1 n'est constante. Alors la suite (af(p + ¢p))pep est

équirépartie modulo 1 si et seulement si « € R\ Q.

2.4. Application au probléeme ternaire de Goldbach. En 1937 Vinogradov
[22] a donné une réponse compléte au probléme original de Goldbach pour tout
entier impair suffisamment grand sa méthode repose sur l’estimation des sommes
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d’exponentielles de types Z e(ap). Il montre que pour tout A > 0 fixé

p<N
N2
)= 5 AGAGIAGE) =GN+ 0
G(N) = % [[a-e-D][0+E-17).
pIN pIN

Il est & signaler que si N est un entier impair suffisamment grand on a G(IN) > 1.

Usant de la notation x pour désigner le triplet (z1,r2,z3). Nous introduisons
pour ¢ = (cy,c2,c3) un triplet de suites (7},0;)—presque périodiques avec ¢; = (¢;n)
pour i € {1,2,3}.

r(N,q,a,b,c) = > A(n1)A(n2)A(n3)

ni,ng,n3
n1+n2+n3:N,ni+c,ﬂyni >0

fi(nitein)=aq(bs),i€{1,2,3}

Pour bien étudier le comportement de r(N,q,a,b,c), nous intoduisons la notion
d’entier cractéristique puis nous faisons appel a un lemme. Soit alors ¢ > 2 une
base de numération entiere, nous introduisons la classe ]-"; des fonctions f de la
forme

f= E ag|.k, avec aq,- -+ ,aq—1 € Z et (a1, - ,aq—1) = 1.
1<k<q

Dans [16], les auteurs ont introduit la notion d’entier caractéristique & savoir

Définition 2.20. Soient ¢,b > 2 et f € .7-';‘, on appelle entier caractéristique de
f.b et q et on note d = dyp q le plus grand diviseur positif de (b,g — 1) tel que pour
tout n € N,

(2.23) f(n) = f(1)sq(n) = f(1)n modd.
Remarque 2.21. i) La relation (2.23) est équivalente
ar = a1k modd (1 <k<yq).
ii) Il est a signaler que si (b,q-1)=1 alors d=1, la réciproque est fausse.
iii) Comme f € .7:;, il est clair d’aprés i) que (f(1),d) = 1.
i) Il est 4 noter d’apres iii) que si d = dypq > 2, alors f(1) est inversible

modulo d.

Lemme 2.22. Soient 0 < 0 < 1,q, b > 2, f € Ff, etd = dysy, définie dans
(2.23). Alors il existe oppq > 0 tel que pour toute suite ¢ = (c,) (T.,0)-presque
périodique & valeurs dans Z et pour tout § € R, j € J = {0 < j < b, % tj} et
T > 2,

S e (L1t e+ 0p) < Tlogt I yatonsas

llel|<p<=
La constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante o4 59 est donnée
par

0q. 1.0, = min( T O ife ML
[OrEy) lsr<a—

(0q,1.6 est définie dans le lemme 2.16).

04, gy 1.0)5

Démonstration. On utilise la méme preuve fait dans [16, Proposition 5], quitte
a utiliser a chaque fois le lemme 2.16 qui remplace la [16, Proposition 4 |.H
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Théoreme 2.23. Pour i € {1,2,3}, soient ¢;,b; deuzx entiers > 2, ainsi que f; €

]-"; et ¢; = (cin) une suite (T;,0;)-presque périodique. Si Uentier caractéristique
Ay, biqn =1 (défini en (2.28)), alors il existe Tq59p > 0 tel que pour n > 2
N
T(N7qaaabac) = br(b b) + O(maXTi(IOgQWQZHCiHJ’_S N)N277'q,f,9,b),
10203

ot la constante implicite ne dépend que de ||c;i|| et q, avec Tq.£.00 = il o, 5.6.b;

( Oqi.ti.05,0: €St définie dans le lemme 2.22 ).
En particulier, il existe un entier Ny dépendant de £,q, b et ¢ tel que tout entier
impair N > Ny s’écrit sous la forme

N =pi+ps+ps avec fi(pi+ cip,) = a;(b;) pour i€ {1,2,3}.
ot les p; sont des nombres premiers > ||c;]|.

Démonstration. 1l est & noter que Martin-Mauduit-Rivat [16] ont montrer le
théoreme 2.23 pour le cas ou les c¢; sont nulles. Nous optons ici la méme variante
utilisée dans leur démonstration, quitte a utiliser & chaque fois le lemme 2.22 a la
place de la [16, Proposition 5.1

3. THEOREME DE TYPE GELFOND

L’objectif de cette partie est I’étude de quelques propriétés statistiques de 1’en-
semble Ugpe,r ={p+cp : p>|lc||, f(p+¢p) =a modb} ou f € .’F;“ et ¢ = (cp)
est une suite (7,0)—presque périodique. Soit alors,

Ua,b,c,f(x) = {n <z :mnée€ Ua,b,c,f}
Usper(kmx) = {p+cp €Usper(x): p=k modm}.

Pour étudier les ensembles Uy p ¢, f () et Uq p,c,f(k,m,x), nous emploierons le lemme
suivant

Lemme 3.1 (Lemme chinois généralisé). Soient aq,--- , a4 € Z, nq,--- ,ny € Z*.
Le systeme d’équations

z = ai(m)

z = a(ng)
admet une solution si, seulement si, o; = aymod (n;,n;), pour tous i,j = 1,--- t.
Dans ce cas, la solution est unique modulo ppem(n;i=1,--- t).

Théoréme 3.2. Soient b,g > 2, f € f;, d = dsqp Uentier caractéristique défini
dans (2.23) et ¢ = (c¢,,) une suite (T,0)-presque périodique, e = (e;) la suite associée
a ¢ vérifiant la relation (1.1). On pose 1 linverse arithmétique de f(1) modulo d si
d > 2. Alors, pour tous a € Z et x > 2

&) | O o (T00g? I g)g=70r00)  sid =1

b
d
tUaber(®) =14 3 Z 7(x,v,ppem(7,d))
T 0<i<T
(T)=1
I4+¢;=1amod (T,d)
+ O o(T(log?!1el1F3 1) z1=0a.1.00) sinon,

ou g 50 est défini dans le lemme 2.22 et v; est une solution du systeme de
congruences

(3.1) { vl

U

{ modT
ar — e¢; mod d.
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Démonstration. Soit J = {0 <j<bbti}.

p+c a .
fUa b, ( E E 71) J)=51+52
T
p>|le

avec

=X X e s Y 3 (L0,

JjE€J ptep<= ]%J ptep<z
p>|lel| p>|lel|

D’une part, d’apres le lemme 2.22

Sy < T(logQHCIHS x)xlToase,
D’autre part, si j ¢ J, alors j = %b, 0 <wu < d, donc

1

Si= 3 Y Y rta) - )

rtep<z 0<u<d
p>|lel|

=2 Y Y ) -a)

ptep<z 0<u<d
p>|lel|

Yoo > e (flp+ep) —a)

ptep<z 0<u<d
p>|lell,cpFep

+ o2 > > e (fpte) —a).

ptep<e  0<u<d
p>llell.cpep

S =

S

En majorant ’exponentielle par 1 dans les deux dernieres double sommes et en
utilisant la relation (1.1), on obtient

Si= 3 Y Y eb+a) - a)+ 0l

ptep<z 0<u<d
p>|le|]

Ce qui donne avec la relation (2.23)

32 Si=p 3 Y dSUMmte) - a)+0E)

ptep<z 0<u<d
p>|lel|

e Si d =1, alors d’apres la relation (3.2)

_ 7(x)
Sl = T +O(.’E0)

e Supposons maintenant que d > 2, comme e est purement périodique, alors
eaT+1 = €, pour tous «,l € N,

ce qui donne avec la relation (3.2) et la relation d’orthogonalité (2.19), on obtient
1

Sio= 3 > Y Y eGP +ea)-a)+0a")

0<I<T pHe<z (<u<d
(I,T)=1 p=imodT

p>llel]
d
0
= 3 E E 1+0(z%),
0<i<T pte <z
(;T)=1 p=lmod T

f(1)(p+e;)=amod d
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comme d > 2, alors d’apres la remarque 2.21, f(1) est inversible modulo d, alors

d
S1 = 3 Z Z 1 +0(2).

0<I<T p<x
1,T)=1 p=lmod T
p=ar—e;modd

Ce qui donne avec le lemme 3.1 et la définition de v; dans (3.1), le résultat attendu.

Proposition 3.3. Soient b,g > 2, 0 < 0 < 1, f € .7-';‘, d = dyqp Uentier ca-
ractéristique défini dans (2.23) tel que d > 2 et ¢ = (¢p,) une suite (T.,0)-presque
périodique, € = (e;) la suite associée 4 c vérifiant la relation (1.1). On pose @
Vinverse arithmétique de f(1) modulo d. Si pour tout 1: 0 <1 < T, (I,T) = 1,
I+ e # a1 mod (d,T), alors

tUap.c.f(x) = O(z?).
Démonstration.

Uspe (@) C Usaes(®)={p+e <x : p>llef|, f(p+cp) = a modd}
= {p+e <z p>|l, f(H){P+c) = amodd}
(3.3) = {pF+ep, <z :p>l|lc||,p+c, =ar modd}

or d’apres les relations (1.1) et (2.23), on a

tUndef(x) = Hp+e, <z : p>llcll, p+ep,=amodd} + O(z)
= Hptep<a : p>llell p+ep = ar modd} +O(")
(3.4) = fUsdes(z)+O0(z?).
Comme
(3.5) Usg,de f(z) C U {p+te <z : p>l|le|, avec
0<i<T

p=ar—e modd et p=1modT}.
1l est clair que sil 4+ ¢; # ar mod (d,T"), alors
(3.6) Hp+e <z :p=ar—e modd, p=1modT} =0,
ce qui donne avec les relations (3.5) et (3.6)
(3.7) Wador() < n(T).

En employant 1'écriture de Uq g ¢(z) dans (3.4) et les relations (3.3) et (3.7), il
vient

ﬁUa7b,c7f(l‘) = O(l‘e)

Dans la suite nous étudions 1'équirépartition de la suite (ap)pic,cuv,
existe [: 0 <1< T, tel que (I,T) =1 et [+ ¢ = ar mod (d,T).

des qu’il

a,b,c, f

Théoréme 3.4. Soient b, ¢ >2,0<0<1,a€Z, f € fq*, d = dfqp Uentier
caractéristique défini dans (2.23) et ¢ = (c,) une suite (T,0)-presque périodique
et e = (e1) la suite associée & c vérifiant la relation (1.1). On pose 14 linverse
arithmétique de f(1) modulo d si d > 2 et 0 si d = 1. On suppose qu’il existe
0<I<T, tel que

(3.8) (I,TY=1et I+ e = a2 mod (d,T).

Alors la suite (ap)ptc,cU, 4o €St Equirépartie modulo 1 si et seulement si a € R\Q.
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Démonstration. Soient h € Z*, a e R\ Qet J={0<j < b,g 13}
39 > e(hap) = > e(hap) +0(1)
p+cp€Uabie,r f(puzgf;f;od .
= ,Z > ez (f(p+cp) —a) + hap) + O(1)
7=0 [|c||<p<Lz
= fZI > e bf(p+cp) + hap)|
7€J lle||<p<Lz
+o ZI > e bf(p+cp)+hap>+0< ).
JﬁEJ [lell<p<z
D’apres le lemme 2.22
(310) 2301 S0 el i+ ) + hap)| < (1og? )t -asan,
]EJ |lel|<p<Lz
Maintenant, pour j ¢ J, alors j = “—b avec 0 < u < d et d’apres la relation (2.23),
il vient
J U
Y. elpfp+a)thap) = Y e(Sf(p+ )+ hap)

lle|l<p<z

llell<p<z

= Y el f(Dp+ep) +hap)

llell<p<z

- Y eGP+ )+ hap)

[lel|<p<=
cp#ep

+ Y eGP +e) + hap).

[lell<p<zx
cp#ep

En majorant ’exponentielle par 1 dans les deux derniéres sommes et en utilisant la
relation (1.1), on obtient

(3.11)

5 =

> e(%f(p +¢p) + hap)

le[l<p<=

> eGP+ ep) + hap) + O’

llell<p<z

).

En décomposant la derniére somme dans (3.11) suivant les congruences & p modulo
T, puis en utilisant la relation d’orthogonalité (2.19), on obtient

2;

(3.12)

<

lle

> e

>

[[<p<z

0<i<T
(1,T)=1

1

el

>

0<i<T
(1,T)=1
0<k<T

>

0<i<T
(1, T)=1
0<k<T

(2 (o + ) + hop)

uezf(l)) 3 e(%f(1)+ha)p+0($9)
b mad
O = e

lle[l<p<=

Y S5+ hat oyl +OG)

llell<p<z

%)p—&-O(ma

)
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Comme o € R\ Q, alors 4 f(1) + ha + % Pest aussi, or d’apres le théoreme de
Vinogradov qui assure 1'équirépartition de (ap)pep dés que a € R\ Q et le critere
de Weyl, on obtient

“ k
ch<p<me(3f(1) +ha+ 3)p = oln(2)),

ce qui donne

SY i) thap) < 301

i¢J llelI<p<w i¢d
1

U k
< 3 XY el that g

0<u<d |lc||<p<Lz

(3.13) = o(m(x)).
Finalement, la condition (3.8) entraine, en vertu du théoréme 3.2
(314) ﬁUa,b’C,f(x) ~ W(l’),

ce qui donne avec (3.9), (3.10) et (3.13)
> e(hap) = o(Uapes(2)),

ptcp€Uabic,f

c’est le crytere de Weyl qui nous permet de conclure.

Théoréme 3.5. Soient bym,q > 2, f € .7-";, d = dyqp Uentier caractéristique
défini dans (2.23) et ¢ = (c¢y,) une suite (T,0)-presque périodique et e = (e;) la suite
associée a ¢ vérifiant la relation (1.1). On pose v linverse arithmétique de f(1)
modulo d si d > 2. Alors, pour tous a,k € Z et x > 2

ﬁl/tl,b’c,f(k‘,m,li) =
m(x,k c||+3 -0 =]
M + Oc7q(1 (log2H I x)ml ‘f’f'“) sid=

E ﬂ-(‘r7vl7ppcm(T7d7m))
o<i<T, (1,T)=1
k=a1—e;mod (m,d)
l4+e;=a2 mod (T,d)
=k mod (m,T)

+ qu(T(lngclH?’ z)xloas00) sinon,

ot 0q f0. est défini dans le lemme 2.22 et v; est une solution du systeme de
congruences

vy = [modT
(3.15) v = ar—e modd
vy = k modm

Démonstration. Soit J = {0 <ji< b,% 17}

ﬁUabcf kmx Z Z €(Mj)251+52

b
O<]<b p+ep<ax
p=kmod m

p>|le||
avec
1 flp+cy) —a. 1 flp+ep) —a.
=P 2 T e s=gd 3 W)
je€J ptep<z j¢J ptep<w
p=kmod m p=kmod m
p>|le|| p>|lel]

D’une part, d’apres le lemme 2.22

Sy < T(log?el1+3 g)g1=oa.s.00
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D’autre part, si j ¢ J, alors j = “—b, 0 <u<d, donc
1

S1o= b Z Z (f(p+cp) —a)).

ptep<z (0<u<d
p=kmod m
p>|lel|

Ce qui donne avec la relation (2.23)

1 u
S1o= 5 2 2 el +e)—a)+0)
T;‘;CPZT 0<u<d
1 u
= b Z Z E p+6p)_a))
;}:epif 0<u<d
1 u
-3 X 2 UMb +e)-a)
ptep<e  0<u<ld
Pz
1 u
+ 3 > e e(5(FD)@ +¢) —a)) +O(1).

ptep<e  0<u<d
p=kmod m
cpFep

En majorant 'exponentielle par 1 dans les deux dernieres double sommes et en
utilisant la relation (1.1), on obtient

(316) S o= ¢ XY AU Mmte) - a)+06")

ptep<z (O<u<d

p=kmod m
e Si d =1, alors d’apres la relation (3.16)
mw(x,k,m)
b
e Supposons maintenant que d > 2, Comme e est purement périodique, alors

S = +O(£L’0)

eaT+1 = €, pour tous «, [ € N.

En décomposant la somme dans (3.16) suivant les congruences a p modulo T', puis
en utilisant la relation d’orthogonalité (2.19), on obtient

Sio= 32 X Y eGFMp+e) )+ 0

0<I<T  pte <z O<u<d
(1, 7)=1 p=lmodT ~— —
p=kmod m

d
- Iy S 1406
0<I<T pte <z
1,T)=1 p=lmod T
f(1)(p+e;)=amod d
p=kmod m
d Z Z
0<i<T p<w
(1, T)=1 p=lmod T
p=ar—e;modd
p=kmod m

Ce qui donne avec le lemme 3.1 et la définition de v; dans (3.15), le résultat
attendu.ll
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